
Μάθηµα .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . : Θεµελιώδεις ΄Εννοιες των Μαθηµατικών

(Τµήµα Μαθηµατικών, Πανεπιστήµιο Ιωαννίνων)
Ακαδηµαϊκό ΄Ετος. . . . . . . . . . : 2017 - 2018

Περιεχόµενο. . . . . . . . . . . . . . . . : ∆εύτερο Φυλλάδιο Ασκήσεων του καθ. Ανδρέα Τόλια

Ηµεροµηνία Στοιχειοθεσίας : 2019/08/30 (ώρα 13:37:31)
∆ηµιουργήθηκε από . . . . . . . : Κυριάκος Γ. Μαυρίδης
Ηλεκτρονικό Ταχυδροµείο : • kyriakos.g.mavridis@gmail.com • kmavridi@uoi.gr
Ιστοσελίδα . . . . . . . . . . . . . . . . . . : http://users.uoi.gr/kmavridi/
΄Αδεια Χρήσης . . . . . . . . . . . . . . : ‘‘Creative Commons Αναφορά ∆ηµιουργού 4.0 ∆ιεθνές’’

(https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)

1. ∆είξτε ότι για οποιαδήποτε σύνολα A,B,C,D ισχύουν τα ακόλουθα.

(i) A = (A\B) ∪ (A ∩B)
Λύση.

΄Εχουµε

x ∈ (A\B) ∪ (A ∩B)

⇔ x ∈ (A\B) ∨ x ∈ (A ∩B)

⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ B)

⇔ [(x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ x ∈ A] ∧ [(x ∈ A ∧ x /∈ B) ∨ x ∈ B]

⇔ [(x ∈ A ∨ x ∈ A) ∧ (x /∈ B ∨ x ∈ A)] ∧ [(x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x /∈ B ∨ x ∈ B)]

⇔ (x ∈ A) ∧ (x /∈ B ∨ x ∈ A)] ∧ [(x ∈ A ∨ x ∈ B)

⇔ (x ∈ A) ∧ [x ∈ A ∨ (x ∈ B ∧ x /∈ B)]

⇔ (x ∈ A) ∧ (x ∈ A)

⇔ (x ∈ A)

(ii) A4B = (A ∪B)\(A ∩B)
Λύση.

΄Εχουµε

x ∈ (A ∪B)\(A ∩B)

⇔ x ∈ (A ∪B) ∧ x /∈ (A ∩B)

⇔ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ [(∼ x ∈ A) ∨ (∼ x ∈ B)]

⇔ [(x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (∼ x ∈ A)] ∨ [(x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (∼ x ∈ B)]

⇔ [x ∈ A ∧ (∼ x ∈ A)] ∨ [x ∈ B ∧ (∼ x ∈ A)] ∨ [x ∈ A ∧ (∼ x ∈ B)] ∨ [x ∈ B ∧ (∼ x ∈ B)]

Παρατηρούµε ότι η παρένθεση [x ∈ A ∧ (∼ x ∈ A)] και η παρένθεση [x ∈ B ∧ (∼ x ∈ B)]

είναι πάντοτε ψευδείς οπότε, επειδή ανάµεσα στις µεγάλες παρενθέσεις υπάρχει το ‘‘ή’’
αυτές τις δύο παρενθέσεις τις αγνωούµε.

⇔ [x ∈ B ∧ (∼ x ∈ A)] ∨ [x ∈ A ∧ (∼ x ∈ B)]

⇔ x ∈ (B\A) ∨ x ∈ (A\B)

⇔ x ∈ (B\A) ∪ (A\B)

(iii) (A ∩B)\(A ∩ C) = A ∩ (B\C)
Λύση.

΄Εχουµε

x ∈ (A ∩B)\(A ∩ C)

⇔ x ∈ (A ∩B) ∧ x /∈ (A ∩ C)

⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∧ [(∼ x ∈ A) ∨ (∼ x ∈ C)]

⇔ [x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ (∼ x ∈ A)] ∨ [x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ (∼ x ∈ C)]

΄Οµως η πρώτη παρένθεση είναι αδύνατο να ισχύει, άρα είναι ψευδής.
Επειδή ανάµεσα στις παρενθέσεις υπάρχει το ‘‘ή’’, µένει µόνον η δεύτερη.

⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B ∧ (∼ x ∈ C)

⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B\C
⇔ x ∈ A ∩ (B\C)



(iv) (A\B) ∩ (C\D) = (A ∩ C)\(B ∪D)
Λύση.

΄Εχουµε

x ∈ (A\B) ∩ (C\D)

⇔ x ∈ (A\B) ∧ x ∈ (C\D)

⇔ (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ (x ∈ C ∧ x /∈ D)

⇔ x ∈ A ∧ x /∈ B ∧ x ∈ C ∧ x /∈ D

⇔ (x ∈ A ∩ C) ∧ [∼ x ∈ (B ∪D)]

⇔ x ∈ (A ∩ C)\(B ∪D)

2. Αν K,L είναι δυο σύνολα, να δείξετε την ισοδυναµία

K ⊆ L⇔ K\L ⊆ L\K .

Λύση.

΄Εστω ότι K ⊆ L. Τότε έχουµε

x ∈ K\L
⇒ x ∈ K ∧ x /∈ L

Από την υπόθεση έχουµε ότι K ⊆ L

⇒ x ∈ L ∧ x /∈ L

Τέτοιο x δεν µπορεί να υπάρχει, άρα K\L = ∅, και προφανώς ∅ ⊆ L\K.

Για το αντίστροφο, έστω ότι K\L ⊆ L\K και ϑεωρούµε x ∈ K. ΄Εχουµε

x ∈ K

⇒ x ∈ (K\L) ∨ x ∈ (K ∩ L)

Από την υπόθεση έχουµε ότι K\L ⊆ L\K
⇒ x ∈ (L\K) ∨ x ∈ (K ∩ L)

⇒ x ∈ (L\K) ∨ x ∈ (L ∩K)

⇒ x ∈ L

΄Αρα K ⊆ L.

3. Για οποιαδήποτε σύνολα A,B, να δείξετε τα εξής

(i) P(A ∩B) = P(A) ∩ P(B)
Λύση.

΄Εχουµε

X ∈ P(A ∩B)⇔ X ⊆ A ∩B

⇔ (X ⊆ A) ∧ (X ⊆ B)

⇔ [X ∈ P(A)] ∧ [X ∈ P(B)]

⇔ X ∈ P(A) ∩ P(B)]

(ii) A ∩B = ∅ ⇔ P(A) ∩ P(B) = {∅}
Λύση.

΄Εστω ότι A ∩B = ∅. Τότε

X ∈ P(A) ∩ P(B)⇔ X ∈ P(A) ∧X ∈ P(B)

⇔ (X ⊆ A) ∧ (X ⊆ B)

Το X δεν µπορεί να περιέχει στοιχεία, γιατί αν περιείχε για
παράδειγµα το στοιχείο x, τότε το x ϑα έπρεπε να ανήκει
ταυτόχρονα και στο A και στο B το οποίο είναι άτοπο,
αφού από την υπόθεση έχουµε ότι A ∩B = ∅.

⇔ X = ∅

΄Αρα P(A) ∩ P(B) = {∅}.



Για το αντίστροφο, έστω ότι P(A) ∩ P(B) = {∅} και ϑεωρούµε x ∈ A ∩B. ΄Εχουµε

x ∈ A ∩B ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B

⇔ {x} ∈ P(A) ∧ {x} ∈ P(B)

⇔ {x} ∈ P(A) ∩ P(B)

⇔ {x} ∈ {∅}
⇔ {x} = ∅

Αυτό όµως είναι άτοπο γιατί το {x} περιέχει ένα στοιχείο ενώ το ∅ δεν περιέχει στοιχεία. ΄Αρα δεν υπάρχει
x ∈ A ∩B, συνεπώς το A ∩B είναι το κενό σύνολο.

4. ∆ίνεται η ακολουθία συνόλων (An)n∈N µε A1 = ∅ και An+1 = An ∪ {An}. Να ϐρεθούν τα σύνολα A2, A3, A4 και
το P(A3).
Λύση.

΄Εχουµε

A2 = A1 ∪ {A1}
= ∅ ∪ {∅}
= {∅}.

A3 = A2 ∪ {A2}
= {∅} ∪ {{∅}}
= {∅, {∅}}.

A4 = A3 ∪ {A3}
= {∅, {∅}} ∪ {{∅, {∅}}}
= {∅, {∅}, {∅, {∅}}}.

P(A3) = P({∅, {∅}})
= {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}}.

5. ∆ίνεται η ακολουθία συνόλων (An)n∈N µε A1 = ∅ και An+1 = P(An)\An. Να ϐρεθούν τα σύνολα A2, A3, A4 και
A5.
Λύση.

΄Εχουµε

A2 = P(A1)\A1

= {∅}\∅
= {∅}.

A3 = P(A2)\A2

= P({∅})\{∅}
= {∅, {∅}}\{∅}
= {{∅}}.

A4 = P(A3)\A3

= P({{∅}})\{{∅}}
= {∅, {{∅}}}\{{∅}}
= {∅, {{∅}}}.

A5 = P(A4)\A4

= P({∅, {{∅}}})\{∅, {{∅}}}
= {∅, {∅}, {{{∅}}}, {∅, {{∅}}}}\{∅, {{∅}}}
= {{∅}, {{{∅}}}, {∅, {{∅}}}}.

6. Αν X,Y, Z,W είναι τυχόντα σύνολα, να αποδειχθούν τα εξής



(i) (x, y) /∈ X × Y ⇔ x /∈ X ∨ y /∈ Y .
Λύση.

΄Εχουµε

(x, y) /∈ X × Y ⇔ ∼ [(x, y) ∈ X × Y ]

⇔ ∼ (x ∈ X ∧ y ∈ Y )

⇔ (∼ (x ∈ X)) ∨ (∼ (y ∈ Y ))

⇔ x /∈ X ∨ y /∈ Y .

(ii) (X × Y )\(Z ×W ) = [X × (Y \W )] ∪ [(X\Z)× Y ].
Λύση.

΄Εχουµε

(x, y) ∈ (X × Y )\(Z ×W )⇔ (x, y) ∈ (X × Y ) ∧ (x, y) /∈ (Z ×W )

⇔ (x ∈ X ∧ y ∈ Y ) ∧ (x /∈ Z ∧ y /∈W )

⇔ (x ∈ X ∧ y ∈ Y ∧ x /∈ Z) ∨ (x ∈ X ∧ y ∈ Y ∧ y /∈W )

⇔ [(x ∈ X ∧ x /∈ Z) ∧ y ∈ Y ) ∨ [x ∈ X ∧ (y ∈ Y ∧ y /∈W )]

⇔ (x ∈ X\Z ∧ y ∈ Y ) ∨ (x ∈ X ∧ y ∈ Y \W )

⇔ (x, y) ∈ [(X\Z)× Y ] ∨ (x, y) ∈ [X × (Y \W )]

⇔ (x, y) ∈ [X × (Y \W )] ∪ [(X\Z)× Y ].

7. Ας είναι A,B δύο σύνολα.

(i) Αν τα A,B είναι µη κενά και ισχύει ότι A×B ⊆ B ×A, να δειχθεί ότι A = B.
Λύση.

Αφού B 6= ∅, ϑεωρούµε τυχαίο y ∈ B, και έχουµε

x ∈ A⇒ (x, y) ∈ A×B

΄Οµως A×B ⊆ B ×A.

⇒ (x, y) ∈ B ×A

⇒ x ∈ B.

΄Αρα A ⊆ B.
Επίσης, αφού A 6= ∅, ϑεωρούµε τυχαίο u ∈ A, και έχουµε

v ∈ B ⇒ (u, v) ∈ A×B

΄Οµως A×B ⊆ B ×A.

⇒ (u, v) ∈ B ×A

⇒ v ∈ A.

΄Αρα B ⊆ A. Τελικά λοιπόν έχουµε ότι A = B.

(ii) ∆είξε, χρησιµοποιώντας κατάλληλο αντιπαράδειγµα ότι η υπόθεση πως τα σύνολα A,B είναι µη κενά δεν
µπορεί να παραλειφθεί στο προηγούµενο ερώτηµα.
Λύση.

Θεωρούµε τα σύνολα A = {a} και B = ∅ και έχουµε A×B = B ×A = ∅, ενώ προφανώς A 6= B.

8. Θεωρούµε τα σύνολα A,X, Y .

(i) Αν τα X,Y είναι µη κενά και ισχύει (X × Y ) ∪ (Y ×X) ⊆ A×A, να δείξετε ότι X ∪ Y ⊆ A.
Λύση.

Θεωρούµε z ∈ X ∪ Y . Τότε z ∈ X ή z ∈ Y . Θα µελετήσουµε την περίπτωση z ∈ X και η περίπτωση z ∈ Y
µελετάται ανάλογα.
Αφού το Y είναι µη κενό, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ένα στοιχείο y ∈ Y . ΄Εχουµε λοιπόν

(z ∈ X) ∧ (y ∈ Y )⇒ (z, y) ∈ X × Y

⇒ (z, y) ∈ (X × Y ) ∪ (Y ×X)

⇒ (z, y) ∈ A×A

⇒ z ∈ A

Συνεπώς X ∪ Y ⊆ A.



(ii) Να δείξετε, χρησιµοποιώντας κατάλληλο αντιπαράδειγµα, ότι η υπόθεση πως τα σύνολα X,Y είναι µη κενά
δεν µπορεί να παραλειφθεί στο προηγούµενο ερώτηµα.
Λύση.

Θεωρούµε τα σύνολα X = ∅, Y = {1} και A = {2}. Τότε έχουµε

∅ = (X × Y ) ∪ (Y ×X) ⊆ A×A = {(2, 2)}

ενώ
{1} = X ∪ Y 6⊆ A = {2}.

(iii) Αν A×A ⊆ (X × Y ) ∪ (Y ×X), να δείξετε ότι A ⊆ X ∩ Y .
Λύση.

Θεωρούµε a ∈ A. Τότε (a, a) ∈ A × A, οπότε (a, a) ∈ (X × Y ) ∪ (Y × X). Συνεπώς (a, a) ∈ (X × Y ) ή
(a, a) ∈ (Y ×X). Σε κάθε περίπτωση έχουµε ότι a ∈ X και a ∈ Y , οπότε a ∈ X ∩ Y . ΄Αρα A ⊆ X ∩ Y .


